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SUR LES NOMBRES DE PISOT TOTALEMENT REELS 

TOUFIK ZAIMI 

ABSTRACT. Let ~ denotes the set of the ( d - 1 )st real roots of totally 

real Pisot (or P-V) numbers of degree d ;::: 2, we determine the two 

smallest elements of ~ and a lower and a upper bound of the least limit 

point of ~- We give also a lower bound of a totally real Pisot number 

in terms of the degree and the discriminant of its minimal polynomial. 

1. INTRODUCTION 

Soit fJ un entier algebiique superieur a 1 dont les conjugues sont de 
module inferieur a 1. Un tel entier est dit nombre de Pisot ( ou bien 
P-V-nombre ). 

Dans [10], C. Siegel a montre que le nombre 1.3247 ... racine de x 3 -

x - 1 est le plus petit nombre de Pisot; ensuite J. Dufresnoy et C. Pisot 
[4] ont determine les nombres de Pisot ::;; 1+{'5 et ont montre que 1+215 
est le plus petit point limite de ces nombres. 

On se propose ici de regarder lm probleme analogue, lorsque les con
jugues du nombre de Pisot fJ sont reels et on note un tel nombre NPTR. 

L'un des premiers resultats sur les NPTR est df1 a C. Pisot qui a 
prouve que les NPTR sont isoles [6]. Plus generalement, A. Schinzel [9] a 
montre que si fJ est lm entier algebrique totalement reel de degre d, alors 
la mesure de (J verifie 
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Ensuite, C. J. Smyth [11 et 12] a determine les plus petits points 
de !'ensemble {(M(B))~ oi1 B est un entier algebrique totalement reel 
de degre d 2:: 1} montrant notamment que cet ensemble est dense dans 
l'intervalle (Z,oo) oi1l = 1.3142 .... 

Plus recemment, M. J. Bertin [2] a donne lme minoration des mesures 
des entiers totalement reels qui fait intervenir les normes de ces entiers. 

Dans la premiere partie de ce papier on determine les deux plus petits 
elements de !'ensemble 

1 

~ = {B<d-1) ou Best un NPTR de degre d > 1} 

( le choix de la puissance d~ 1 au lieu de la puissance apparemment 
plus naturelle ~ est df1 au lemme 1 du paragraphe qui suit ) et on donne 
un minorant ( resp. un majorant ) du plus petit element de !'ensemble 
~(1 ) ( resp. de !'ensemble ~(2) ) des points limites de ~ ( resp. de ~(1 ) ). 

Dans la deuxieme partie on s'interesse au plus petit nombre de Pisot 
dans un corps de nombres totalement reel. On donne nne minoration 
pour un tel nombre qui fait intervenir le discriminant et le degre du 
corps et on etudie quelques cas de bas degres. Les calculs sont faits grace 
au systeme Pari [1]. 

2. LES PETITS NPTR 

Dans ce qui suit les polynomes minimmiX, les degres, les normes et 
les conjugues des entiers algebriques sont consideres sur le corps des ra
tionnels. On confondra aussi la fonction polynome avec sa valeur. 

Les deux theoremes qui suivent sont bases sur le lemme suivant : 
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Lemme 1. Soient 0 un NPTR de degre d 2: 2 et P un polynome a 
coefficients en tiers ration nels, de degre n et tel que P( 02) =j:. 0 alors 

ou P* ( x) = xn P ( ~) et p est tel que p02 :::; 1. 

Preuve. Comme P(02) est non nul, la valeur absolue du resultant du 
polynome minimal de 02 et du polynome P est 2: 1 et par suite 

Il suffit de remarquer que 

pour deduire l'inegalite voulue (sip= 0 alars ~ = oo ). 

Pour prouver le theoreme 1, on a egalement besoin du Iemme calcu
latoire suivant : 

Lemme 2. Soit 0 un NPTR de degre d et de norme N, alors 0 > 
2 d; 1 JfN!. Si de plus les conjugues de 0 sont taus positifs alors 0 > 
2d-lvfN. 

Preuve. Avec les notations du lemme 2 et en considerant le carre de Oqui 
est aussi un NPTR, on pent restreindre la preuve au cas oi1 les conjugues 
de Osont positifs. 

Comme le polynome x(x- 1) atteint son minimum sur l'intervalle 
[0,1] en~' les conjugues de l'entier algebrique 0(0 -1) mitres que lui sont 
dans l'intervalle ]-~, 0 [ et par suite 0(0 .;_ 1) > 4d-l N, d'oi1le resultat. 
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Theoreme 1. Les deux plus petits elements de ~ sont a 0 = 1.4954... ou 

a6 admet pour polynome minimal x5 - 5x4 - x 3 + 5x2 - 1 et a 1 = 1.4989 ... 

OU ar admet pour polynome minimal x3 - 2x2 - X + 1. 

Preuve. Soient n un entier naturel 2: 2et Pn un polynome qui a le plus 

petit maximum sur l'intervalle [0, 1] parmi tons les polynomes de degre n 

a coefficients entiers rationnels.Un tel polynome est dit polynome entier 

de Tchebichev de degre n de l'intervalle [0,1] et est connu ainsi que son 

maximum sur [0,1] pour n ~ 75 [5]. Une liste des polynomes Pn a ete 

egalement donnee dans [3] pour n ~ 22. 

Avec les notations du lemme 1, il s'agit de choisir le polynome P 
parmi les Pn tel que la quantite 

1 1 

f(n, d)= maxo~x9iPn(x)i-; maXo~x9iP~(x)i n{d- 1) , 

soit la plus petite possible. En effet pour n ~ 75 aucun des polynomes 

Pn n'admet pour racine un entier algebrique autre que 0 et 1 et done 

Pn(()2 ) est non nul pour tout NPTR e. 

Une estimation de f(n, 7) pour n ~ 75 montre que cette fonction 

atteint son minimum pour n = 60 ( si Pn est nne puissance d'un autre 

Pk on ne le prend pas car on a la meme valeur ) et notre cho1x se porte 

done st1r le polynome P60 defini par 

et qui verifie 

(1) 

Des inegalites 

i29- 58x + 40x2 - llx3 + x4 i ~ 29, i5- 5x + x2 i ~ 5, i2- xi ~ 2 et 

i1- xi ~ 1, vraies pour x compris entre 0 et 1, on deduit 

(2) 
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et 

!(60, 7) = 0.4447 ... < ~ = 0.4450 .... 
al 

Il s'ensuit par le Iemme 1 que si d ~ 7, alors 

Une estimation de f(n, 6) pour n ~ 75 montre que cette quantite est 
toujours > ~, on considere done les cas 2 ~ d ~ 6 separement. 

1 

l.d=2 

Soit {3 le plus petit NPTR, alors ({32 - 1) est aussi un NPTR qui est 
~ {3 et par suite {3 ~ l+llS > 0:1. 

2. d = 3 

Les NPTR < 4 sont connus [15, tableau 2] et le plus petit est 2.2469 ... = 
o:i racine de x3 - 2x2 - x + 1. 

3. d = 4 

Soit () lm NPTR ~ a~ =3.3682 ... et de polynome minimal Q(x) 
x4 - a1x3 + a2x 2 - a3x + a4 et soient 82 > 83 > 84 les conjugues de() dans 
l'intervalle] - 1, 1[. 

Le Iemme 2, montre que () est nne unite et que le cas oi1 84 > 0 ne 
pent avoir lieu. De meme le cas oi1 82 < 0 ne pent avoir lieu car le NPTR, 
() + 1, de degre 4, admet seulement des conjugues positifs. II y a done 
deux cas a etudier : 

Cas 83 > 0 

Dans ce cas a4 = -1. Du Iemme 1 et des inegalites (1) et (2), on 
obtient ()~ ~ f(B~ 4) > 2·3357 > 2.1640 et par suite () > 3.1833 et 

' 928000IEO 
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Des inegalites 1 < ()()2 < 3.3683, 1 < ()()3 < 3.3683, -3.3683 < 
()()4 < 0, 0 < ()2()3 < 1,-1 < ()2()4 < 0 et -1 < ()3()4 < 0 ( resp. 
0 < ()()2()3 < 3.3683, -3.3683 < ()()2()4 < -1, -3.3683 < ()()3()4 < -1 et 

3_~8133 < ()2()3()4 < 3.3l83 ), on obtient -3 ~ a2 ~ 7 ( resp. -7 ~ a3 ~ 1 ). 

En rajoutant les conditions necessaires Q ( 1) < 0 et Q ( -1) > 0 ( les 
polynomes obtenus ont nne racine superieure a 1 et nne racine negative 
superieure a -1 ) ' on obtient 73 valeurs possibles pour le polynome Q. 
Puis la condition sur le discriminant de Q qui devrait etre positif ( les 
polynomes obtenus ont des racines reelles ) donne 3 polynomes qui ad
mettent pour racines des NPTR dont te plus petit est 3.8115 ... > a1. 

Cas ()3 < 0 

De maniere identique au cas precedent on obtient les inegalites 2 ~ 
a 1 ~ 4, -8 ~ a2 ~ 2, -6 ~ a3 ~ 2, et a4 = 1 qui donnent aussi 297 cas 
possibles. Les conditions Q(1) < 0 et Q( -1) > 0 restreignent ce nombre 
a 76 alors que la condition sur le discriminant le reduit a 4 polynomes qui 
admettent pour racines des NPTR dont le plus petit est 3.3902 ... > a1. 

4. d = 5 

Soit () un NPTR ~ ai =5.0489 ... et de polynome minimal Q(x) 
x 5 - a1x 4 + a2x 3 - a3x 2 + a4x- a5 . Le lemme 2 montre que() est nne 
unite . 

Soient ()2 > ()3 > ()4 > ()5 les conjugues de() dans l'intervalle ]- 1, 1[. 

Si ()5 > 0 ( resp. si ()2 < 0 ), le lemme 2 montre que () > 16 ( resp. 
() > 15) . Trois cas sont done a envisager : 

Cas ()3 < 0 

les conjugues de l'entier algebrique de degre 5, (() + 1) sont tons posi
tifs. Parmi ces conjugues seulement deux sont > 1 et leur produit est 
< 2(() + 1). D'apres [12], 2(() + 1) > 1.725 et () > 6.5. 

Cas ()4 < 0 et ()3 > 0 
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Par le lemme 1 et les inegalites (1) et (2), on obtient 8~ > f( 61,s) > 
2·33s71 et par suite 3 :s; a 1 :s; 7, -12 :s; a2 :s; 10, -20 :s; a3 < 8, 

928000~ -
-8 :s; a4 :s; 9 et as = 1 ce qui donne 60030 valeurs possibles pour Q. En 
rajoutant les conditions Q( -1) < 0 et Q(1) < 0, on trouve 15175 valeurs. 
La condition sur le discriminant de Q qui devrait etre positif, reduit ce 
nombre a 8007. En rajoutant nne condition pour que les racines de Q 
soient toutes reelles ainsi qu'une condition sur la mesure de Q qui devrait 
etre < 5.049, on trouve l'unique polyn6me xs- 5x4 - x 3 + 5x2 - 1 ayant 
pour racine le NPTR a6 =5.0016 .... 

Cas 84 > 0 

De maniere identique au cas precedent, on obtient les inegalites 4 :s; 
a 1 :s; 8, -5 :s; a2 :s; 17, -15 :s; a 3 :s; 13, -15 :s; a 4 :s; 2 etas= -1 qui 
donnent aussi 60030 valeurs possibles pour Q. 

Les conditions Q ( 1) < 0 et Q ( -1) < 0 restreignent ce nombre a 22985 
alors que la condition sur le discriminant le reduit a 188. Aucun de ces 
polyn6mes n'est de mesure < 5.049. 

5. d= 6 

Soient 8 un NPTR :s; a~ =7.5682 ... et 82 > 83 > 84 > 8s > 86 
les conjugues de 8 dans l'intervalle ] - 1, 1[. Comme pour les deux cas 
precedents et en utilisant le lemme 2, on obtient que 8 est nne unite et 
que le cas oi1 86 > 0 ainsi que le cas oi1 82 < 0 ne peuvent avoir lieu. 

Si 83 < 0, alors les conjugues de l'entier algebrique de degre 6, 8 + 1 
sont tons positifs. Parmi ces conjugues seulement deux sont > 1 et leur 
produit est < 2(8 + 1). D'apres [9], 2(8 + 1) ~ ( H/5)6 et 8 ~ 7.9. 

On considere ensuite les trois cas 84 < 0 < 83 , 8s < 0 < 84, et 0 <8s 
et en utilisant l'inegalite 8~ ~ !(616) > 2·33s7 obtenf1e comme dans 

, 928000"30TI 
les cas precedents par le lemme 1 et les inegalites (1) et (2), les memes 
calculs ne donnent aucun polyn6me verifiant les conditions voulues. Ceci 
acheve la preuve du theoreme 1. 
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Theoreme 2. (i) Soit () un NPTR de degre d suffisamment grand, alors 

1 
{)d-1 > 1.5366, 

ou c designe l 'ensemble des polynomes p a coefficients entiers ra
tionnels, de degre n 2: 1 et tels que si ()d est le plus petit NPTR de degre 
d alors P( ()~) =I= 0 pour d suffisamment grand. 

(iii) InfR(2) :::; 2. 

Preuve. Soit ()d le plus petit NPTR de degre d 2: 2 et Pun polynome de 
degre n, a coefficients entiers rationnels et tel que P( ()~) =I= 0. Le lemme 1 

1 

montre qu'on obtient nne suite de minorants des quantites OJ-1 qui croit 
1 

avec d vers 1/maxo::;x9 1P(x)l 2n. 

Si l'on choisit dans le lemme 1 pour polynome P le polynome trouve 
par L. Habsieger et B. Salvy [5], de degre (1010 - 5) et dont les racines 
mitres que 0 et 1 ne sont pas des entiers algebriques, on obtient alors lme 
suite de minorants qui croit vers 1.5366 ... d'ou le (i). 

Avec les notations du theoreme 2(ii) et si l'on choisit le polynome P 
dans !'ensemble C, du lemme 1 on deduit 

et le (ii) s'ensuit. 

Pour prouver le (iii), on va montrer que si k est liD entier naturel, 
alors le nombre 2(1+t) est un point limite de R. 

Soit Q le polynome defini par 
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ou d est 1m multiple de k et Td designe le d-ieme polyn6me de Tchebichev 
defini par Td(cosx) = cos(dx). 

De l'egalite 

vraie pour tout entier rationnel 0 ~ j ~ d, on deduit que le polyn6me 
Q est le polyn6me minimal d'1m NPTR. Il suffit de montrer les deux 
inegalites Q(2r-l + 2r~1 ) > 0 et Q(2r-2 + 21r) < 0 ou r = d + ~' pour 
completer la preuve du (iii). 

D'lme part 

= 2(d+l)(r-1)[(1 + 41r )d+l- (1 + 4~d)] > 0 

et d'autre part 

Q(2r-2+;r) = Q(2r-l+~/2r-l) = 2(d+l)(r-2) [(1+4r~l)d+1_2(1+4d(;-l))] 

< 2(d+l)(r-2) [(1 + 4r~l )d+l - 2) < 0. 

Remarques. 

1. Avec les notations du theoreme 2(ii) et si les polyn6mes entiers de 
Tchebichev appartiennent ala classe C ( il suffit que les seuls facteurs 
irreductibles unitaires de ces polyn6mes soient ou bien x ou bien x - 1 
comme c'est le cas pour les degres ~ 75 ), alors le theoreme 2 (ii) devient 

Inf~(I) 2: 1/ Jtz[O, 1], 

Oll 

1 

tz[O, 1] = InfpEZ[x] maxo:Sx91P(x)l" 
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est le diametre transfini entier de l'intervalle [0, 1] et qui verifie l'inegalite 
( citee dans [3] ) 

t z [0, 1] ~ 2.37~8401. 

On en deduit que par la presente methode Inf~(l) ne pent depasser 
la borne 1.5418. 

2. On montre comme dans la preuve du theoreme 2(iii) que le polynome 

est le polynome minimal d'un NPTR () qui verifie 

Il s'ensuit que 2 est un point limite ( par valeurs inferieures ) de ~. 

3. SUR LE PLUS PETIT NOMBRE DE PISOT DANS 
UN CORPS DE NOMBRES TOTALEMENT REEL 

Soit K un corps de nombres de discriminant f::l.K, il est bien connu [8] 
que le corps K contient un nombre de Pisot qui engendre ce corps et qui 

est<~. 

La question qui se pose est quel est le plus nombre de Pisot () K qui 
engendre K. La reponse a nne telle question pourrait fournir lme mi
noration non triviale des discriminants des corps de nombres totalement 
reels. Dans ce qui suit on montre que la borne .,;z:;:;; est optimale pour 
les corps quadratiques mais ne l'est pas pour les corps cubiques. 
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Cas quadratique. 

Soit K = Q( .jm) liD corps quadratique ou m est un entier naturel 
sans facteur earn~ et () liD nombre de Pisot qui engendre K. Si m 

2, 3mod(4), alors il existe deux entiers rationnels a et b tel que () 
a + b.jm. L'inegalite a + b.jm < 2.jm jointe aux inegalitees -1 < 
a - b.jm < 1, donne une unique solution 

() = E(.jm) + .jm, 

ou E designe la fonction partie enW~re. 

Le meme calcul montre que si m = 1mod(4) et () < .jm, alors ou bien 
() = EC#J+vm ou bien()= E(#)~I+ym_ 

Corollaire. Soit K un corps quadratique reel de discriminant !:1K, alors 
il existe un et un seul nombre de Pisot < .;-;s:;;. De plus ce nombre est 
> ( .;-;s:;; - 1) . 

Cas cubique. 

Soit P le polynome P(x) = x3 -lx2 + 1 oi1l est un entier naturel :2: 3. 
Comme P(l) = 1, P(1) = 2- l, P(O) = 1 et P( -1) = -l, on deduit que 
la racine () > 1 du polynome P est un nombre de Pisot et que le corps 
K = Q ( ()) est un corps cubique totalement reel. Comme le discriminant 
D du polynome P est egal a la norme de l'entier (3() - 2l) de K, on 

obtient D = 4l3 - 27. De l'egalite (e + 012 )
3 = l3 ainsi que de l'inegalite 

() + l2 :2: 3, on deduit D + 14 < 4()3 < D + 15. 

Proposition. Avec les notations ci-dessus et si D est sans facteur carre 
alors D = !:1K et 4()k :::; 4()3 < !:1K + 15 < 2!:1K. 

Un autre exemple pourrait etre deduit du tableau 2 de [15]. En effet, 
ce tableau montre que tout corps cubique totalement reel K de discrim-

1 

inant !:1K :::; 404 contient un et un seul nombre de Pisot inferieur a 1:11:. 
A vee des valeurs approchees, le tableau suivant resume ces constatations 
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~1 
( notons que~ :S 0.67) : 

1 

f::. K f::. k (} K 

49 3.65 2.24 
81 4.32 2.87 
148 5.28 3.21 
169 5.52 3.65 
229 6.11 3.11 
257 6.35 3.49 
404 7.39 3.68 

TOUFIK ZAIMI 

1 
Toutefois je n'ai pas pu montrer que~ < 1 pour tout corps cubique 

K. Reciproquement, le theoreme suivant montre que dans la proposition 
precedente la puissance troisieme de (}K ne peut pas etre remplacee par 
la puissance quatrieme : 

Theoreme 3. Soient 0 ::; t ::; 1 un nombre reel, K un corps de nombres 
totalement reel de degre d 2: 2 et de discriminant f::.K et (}K le plus petit 
nombre de Pisot qui engendre K, alors 

1 d-2 (} > ( A 2(d-1) -2 _ 1)t (1-t)(d-1) 
K - o.K rd-1 ao , 

ou a 0 est defini dans le theoreme 1 et r~(d- 1 ) = TI ·; TI 1 ;• . 
( 1~i~d ~ )( 19~d-2 (2i+l)2•+l) 

Preuve. 

Soient B, (}2 , ... , (}d les conjugues du NPTR (} et D le discriminant de 
son polyn6me minimal alors 

D < (B + 1)2(d-1) II (Bi- Bj)2. 

2:5,i<j:5,d 

De l'egalite de Stieljes [13] : 
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on obtient: 

Dr~~-;_1)(d-2) < (O + 1)2(d-1) 

et 

1 d-2 1 d-2 (} > D2(d-1)r_2 __ 1 > ~ 2(d-1>r-2- _ 1. 
d-1 - K d-1 

Du theorerne 1 et de la derniere inegalite on doouit le resultat. 

Il est bien evident ( d'apres le theorerne 1 ) que le theorerne 3 est 
optirnallorsque t = 0 et d = 5. Ill'est egalernent ( asyrnptotiquernent ) 
lorsque t = 1 et d = 2 d'apres le corollaire precedent. 

Rappellons enfin qu'il est bien connu que la suite (rd)d crolt vers 
2. Ce resultat dont lme preuve calculatoire est donnee dans [14] est un 
cas particulier d'lm theorerne plus general sur le diarnetre transfini d'un 
intervalle et est bien explique dans [7]. 
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